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摘要 :Weighted Essentially Non2Oscillat roy (WENO)是求解双曲守恒律方程的高精度
高分辨率数值格式. 论文讨论了双曲守恒律方程 WENO 格式的一些优化策略 ,减少
了非线性权的计算次数和特征分解的次数 ,通过数值算例证明了这些策略的可行性 ,
并比较了优缺点.
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自上世纪 90 年代以来 ,基于 ENO ( Essentially Non2Oscillatory) [4 ,5 ]发展起来的 WENO
(Weighted ENO)格式一直是人们研究的热点. WENO 格式具有高精度 ,高分辨率的良好性
质 ,因此特别适合间断问题的处理 ,比如激波湍流问题 ,航空声学问题等. Liu , Osher 和
Chan[12 ]首先构造了一维空间上的三阶有限体积 WENO 格式 ,J iang ,Shu , Hu 和 Qiu 等许多
人对发展 WENO 做了许多工作[1 ,3 ,6 ,7 ,14 ,16 ] . WENO 是通过低阶数值流通量的加权平均得
到高阶数值流通量 ,其中的非线性权值通过数值解的局部光滑性来确定 ,这部分计算占用了
大量的 CPU 工作时间 ,使得计算效率很低. Levy、Puppo 和 Russo [10 ]首先基于 TVD2Runge2
Kutta 时间离散方法 ,将在每一时间步 ,只作一次非线性权计算应用到中心 WENO 中 ,并证




u t + f ( u) x = 0 (1)
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为例介绍有限差分 WENO 格式的重构思想[7 ] . 在网格点 x = x j 上 ,有差商逼近





j +1/ 2 - f
^
j - 1/ 2) ,
这里 f
^
j +1/ 2 为需要重构的高阶 WENO 数值流通量. 考虑 f′( u) ≥0 的情况 ,假设有 k 个备
选模板 ,记为
S r ( j) = { x j - r , x j - r +1 , ⋯, x j - r + k - 1} , r = 0 ,1 , ⋯, k - 1 , (2)
对 f
^
j +1/ 2 每个模板都可以重构得到一个不同的近似值 ,从而可得到 k 个不同的低阶流通量 ,
f
^ ( r)
j +1/ 2 = p
( r) ( x j +1/ 2) = ∑
k - 1
i = 0
crif ( u j - r + i) , r = 0 ,1 , ⋯, k - 1 , (3)









j +1/ 2 , (4)
现在要做的事情是确定权值ωr , 来使格式具有高阶精度. 为满足稳定性和相容性 ,要求
ωr ≥0 , 　∑
k - 1
i = 0
ωr = 1 .
　　对于函数 f ( u) 光滑的情形 ,如果我们找到了 d r , 称为线性权 (Linear Weights) ,使得
f
^





j +1/ 2 (5)
具有更高的精度 ,一般可以使 f
^
j +1/ 2 达到2 k - 1阶的精度. 为确定 d r ,在大模板 T = ∪
k - 1
r = 0 S r
上构造满足 2 k - 1 阶插值多项式 P( x ) , 我们可以通过求解方程




( r) ( x j +1/ 2) (6)











由于 P( x) 为具有 2 k - 1 阶精度的插值多项式 ,其数值流通量在光滑区域满足精度要求.
在处理间断问题时 ,为了避免采用线性权而产生的强烈振荡 , 须引入光滑因子来衡量
数值解的陡度和光滑程度. 这是采用 J iang 和 Shu 设计的光滑因子βr 和非线性权ωr 方法 ,
βr = ∑
k - 1
l = 1∫I j h




( r) ( x )
2
d x (8)


























(3 f j - 4 f j +1 + f j +2)
2 .
然后 ,取非线性权ωr 为
ωr = αr ∑
k - 1
s = 0
αs , 　αr = d r (ε+βr)
2 , 　r = 0 ,1 , ⋯, k - 1 , (9)
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选取的ε是较小量 ,目的是防止分母为零 ,一般ε = 10 - 6 . 这样得到的权值具有以下性质 :
( Ⅰ) 在光滑区域 ,有ωr ≈ d r ,可以证明在光滑区域格式具有 2 k - 1 阶精度 ;
( Ⅱ) 在激波附近 ,WENO 流通量与 ENO 的流通量相似 ,因为在有间断通过的节点模
板上权值接近于零.
如果 f′( u) ≤0 ,则节点模板必须做相应调整 ,目的是具有迎风效果 ,此时只须与 f′( u)
≥0 的情况对称就可以重构得到 WENO 流通量. 而对于一般的 f ( u) , 则必须做流通量分
裂
f ( u) = f + ( u) + f - ( u) ,
使得 ( f +)′( u) ≥0 , ( f - )′( u) ≤0 . WENO 重构可以对 f + ( u) 和 f - ( u) 分开进行 ,然后组
合成高阶的流通量. 一种简单的流通量分裂方法是 Lax2Friedrichs 分裂 ,
f ± ( u) =
1
2
[ f ( u) ±α u ] , 　α = max u f′( u) . (10)
在方程组的情况下 ,这里的α为 f ( u) 的 Jacobi 矩阵的最大特征值的绝对值.
从文献[ 7 ]可以知道 : 如果非线性权具有ωr = d r
k + O ( hk - 1) , r = 0 ,1 , ⋯, k - 1 的性
质 ,那么 WENO 逼近保持 2 k - 1 阶的数值精度. 而
βr = D (1 + O ( h
k - 1) )
















Δt L ( u (1) ) ,










Δt L ( u (1) ) .
分别令ω( l)r 、β
( l)
r 为在相应 Runge2Kutta 内时间步计算所需的非线性权和光滑因子. 在当前
的方法中 ,当离散空间导数项的时候 ,都采用相同的非线性权
ω( l)r = ωr , 　β
( l)
r = βr , 　k = 0 ,1 ,2 , 　l = 1 ,2 .
也就是说 ,只需第一个 Euler 后差步的非线性权 ,后两步所使用的非线性权不用计算 ,直接
采用第一步计算所保留的非线性权. 由于β( l)r = βr = D (1 + O ( h
k - 1) ) 在每个时间步上保
持不变 ,因而这种策略在光滑区域并不降低格式的精度.
接下来讨论激波处理的能力. 我们知道 ,在激波附近 ,WENO 格式具有与 ENO 相类似
的性质 ,在有激波通过的小模板中的数值流通量其权值接近于零 ,也就是说 ,在改模板中所
计算的光滑因子大于其他模板. 对 k = 3 的情况 ,不妨假设β1 大于另两光滑因子 ,βr/β1 ≈
0 , r = 0 ,2 . 考虑当前讨论的缩时方法 ,在合适的条件Δt ≤cΔt1 下 ,这里 c 称为 CFL 系数 ,
TVD2Runge2Kutta方法是稳定的. 定义 f i (1) = f ( u i (1) ) , 然后使用 Taylor 级数展开 ,有
f i
(1) = f i
n +Δt G1 ( u i
n) + (Δt2 2) G2 ( u i
n) + (Δt3 3 !) G3 ( u i
n) + ⋯,
这里 Gl ( u) = 5 lt f ( u) L ( u) . 在此利用 Taylor 展开可以得到
β(1)r = βr (1 + O ( h) ) , 　r = 1 ,2 ,3 .
这里的β(1)r 是标准的 WENO 格式所需计算的光滑因子 ,并且在 Taylor 展开过程中利用了
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稳定Δt = O ( h) . 因此 ,可以得到β(1)r /β
(1)




1 ≈ 0 ,
r = 0 ,2 . 从而可以得到结论 ,在激波附近 ,利用这种缩时策略在有激波通过得小模板上 ,其
权值同样接近于零.
WENO 格式有两种方式求解双曲守恒律方程组问题. ( Ⅰ) 分量形式的方法是一个方
程接一个方程按照标量方程的形式来重构 ,其优点是简单、计算速度快 ,但在有些问题上 ,得
到的数值解具有很强的非物理振荡. ( Ⅱ) 利用特征分解的方法 ,虽然此法增加了计算复杂
度 ,但却可以避免振荡. 在本文算例中都采用 Roe 的特征分解方法. 在特征分解的缩时策略
中 ,在每个特征方向上 ,WENO 重构所需的非线性部分只需计算一次 ,其方法与标量守恒律
方程所使用的方法相同.
2 　数值算例
下面给出一些算例来测试优化后的 WENO 格式 ,时间上采用三阶的TVD2Runge2Kutta
离散方法 ,空间上若没有特别说明均采用五阶的有限差分 WENO 离散.
例 1 　精度测试的例子 ,考虑线性单行波方程
u t + u x = 0 , (11)
初值条件为 u ( x ,0) = sin (2πx) ,采用周期边界条件 ,计算到 T = 2 . 表 1 显示优化策略后
的 WENO 格式达到了理论上的精度要求.
例 2 　非线性的 Burgers 方程
u t + ( u
2 2) x = 0 , (12)
初值条件为 u ( x ,0) = 0 . 5 + sin (πx) ,采用周期边界条件. 当计算到时间 t = 0 . 5/π时 ,
Burgers 方程的解依旧光滑 ,表 2 列出了数值解的误差以及数值精度阶的结果. 当计算到时
间 t = 1 . 5/π,激波出现. 图1画出了时间 t = 0 . 5/π时的图象 ,其中实线为解析解 ,图象几乎
没有非物理振荡.
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图 1 　一维线性标量 Burgers 方程
Fig. 1 　Dimensional linear scalar quantity Burgers equations







v ( E + p) x
= 0 , (13)
其中 :ρ、v 、p 分别表示密度、速度和压力 ,而总能量为 E = pγ - 1 +
1
2
ρv2 ,γ = 1 . 4 . 求解
Lax 激波管初值问题
(ρ, v , p) = (0 . 445 ,0 . 698 ,3 . 528) , 　x ≤0
(ρ, v , p) = (0 . 5 ,0 ,3 . 571) , 　　　　x > 0 ,
和 Sod 激波管初值问题
(ρ, v , p) = (1 . 0 ,0 ,1 . 0) , 　　　x ≤0
(ρ, v , p) = (0 . 125 ,0 ,0 . 1) , 　　x > 0 ,
分别计算到时间 1. 6 和 2. 0 ,如图 2 所示. 可以发现 ,数值解几乎没有非物理的数值振荡.
图 2 　Euler 方程的 Riemann 初值问题
Fig. 2 　The Riemann value problem for Eulerian equations
　　例 4 　Euler 方程 ,初值条件为
(ρ, v , p) = (3 . 857 143 ,2 . 629 369 ,10 . 333 333) , 　x < 4
(ρ, v , p) = (1 +εsin (5 x) ,0 ,1) , 　　　　　 　　x ≥0
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其中ε = 0 . 2 . 前面的例子只是检验数值方法的精度和激波处理的能力 ,通常二阶的数值方
法都能够很好地求解它 ,因而不能体现高精度高分辨律的数值格式的优越性. 对于既包含激
波又包含复杂的光滑结构的求解 ,高精度格式才能完美体现其优点. 利用当前格式计算时
间 t = 1 . 8 时的结果如图 3 所示 ,采用 2000 网格点的 Runge2Kutta 时间离散的五阶 WENO
格式的计算结果作为解析解. 可以发现高阶格式在处理具有复杂光滑区域问题上的优越性 ,
因为当 N = 400 时就可以清晰的看到数值解的激波结果和复杂光滑结构.
图 3 　Euler 方程激波密度波碰撞问题
Fig. 3 　The collision problem between shock and density wave for Eulerian equation
　　例 5 　两强激波相互碰撞. 考虑 Euler 方程组初值条件
(ρl , v l , p l) = (1 ,0 ,1000) , 　x ≤0 . 1 ,
(ρc , vc , pc) = (1 ,0 ,0 . 01) , 　0 . 1 < x < 0 . 9 ,
(ρr , v r , p r) = (1 ,0 ,100) , 　　x > 0 . 9 .
计算区域为[ 0 ,1 ] ,在左右边界上都采用反射边界条件. 计算到时间为 0. 038. 由于激波比
较强烈 ,许多数值方法在模拟这个问题的时候经常会产生非物理意义上的负值 ,从而中断计
算 ,因而它是在所选取的数值算例中最考验数值方法好坏的例子[7 ] . 本文用有限差分优化
方法模拟这个问题时就出现了困难 ,因为只有在 CFL 数非常小的时候才能稳定下来 ,由于
CFL 数非常小 ,势必导致时间步长很短 ,从而影响计算时间 ,使优化策略得不偿失. 可喜的
是 ,有限体积方法[16 ]下的优化能够在正常的 CFL (CFL = 0. 6)下稳定 ,图 4 的计算结果显示
间断处理得非常的锐利 ,数值结果令人满意.







= 0 , (14)
初值条件为 u ( x , y ,0) = 0 . 5 + sin π( x + y) / 2 ,在区域[0 ,4 ] ×[0 ,4 ] 上采用周期边界条
件. 在时间 t = 1 . 5/π时的结果如图 5 所示. 可以发现数值格式对二维问题也不会产生非
物理振荡.
例 7 　二维的双马赫反射问题. Mach 数为 10 的激波 ,以 60°角在墙上反射 ,未扰流体的
密度密度ρ= 1 . 4 ,压力 p = 1 . 0 . 计算区域[0 ,4 ] ×[0 ,1 ] ,反射墙位于区域底边1 6 < x <
4 . 左右边界分别以入流出流条件 ,在底边上0 < x < 1 6 的部分赋以准确的波后条件 ,其余
部分是反射墙 ,上边界为 Mach 数为 10 的激波精确解 ,即以激波速度移动 ,波头左边赋以波
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图 6 　双马赫反射问题的密度从 1 . 5 到 22. 7
的 30 条等值线图
Fig. 6 　Double Mach reflection paroblem ; Dansityρ;
contour lines fromρ = 1. 5 toρ = 22. 7
图 4 　Euler 方程强激波碰撞问题
Fig. 4 　Interacting strong blast waves of Eulerian equation
图 5 　二维 Burgers 方程 ,80 ×80
Fig. 5 　22dimensioral Burgers equations
后条件 ,右边赋以波前条件 ,计算到时间 t
= 0 . 2 . 计算结果如图 6、图 7 所示 ,图中画
出了 30 条等值线. 需要说明的是 :




和操作系统有关. 在 2 G CPU 处理器和
512M 内存的 IBM 机器上 ,编译器为 Com2
paq Visual Fort ran 6. 5 ,对于 Lax 激波管 ,
优化的 WENO 格式可将计算效率提高 20
～25 % ,而对于二维双马赫反射问题 ,计算
效率提高并不明显 ,在 6 %左右. 比较有限
差分方法而言 ,有限体积方法由于占用的存
储量更大 ,因而计算效率没有大的提高 ,尤
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图 7 　双马赫反射问题的密度从 1 . 5 到 22. 7 的 30 条等值线局部放大图
Fig. 7 　Double Mach reflection problem. Blon2up reqion around the double Mach system.
Densityρ; 30 contour lines fromρ = 1 . 5 toρ = 22. 7
其对二维方程组 ,几乎没有提高计算效率.
( Ⅱ) 对强激波问题利用这种缩时策略可能会出现问题. 比如强激波碰撞的例子. 有限
差分 WENO 方法在 CFL 条件下会计算出非物理的负值而不能很好地模拟 ,虽然降低
Courant 数的大小可以改善这种情况 ,但这样也就失去了缩时的优点. 可喜的是 ,有限体积
的 WENO 方法可以在相同的 CFL 条件下模拟强激波碰撞的问题.
图 8 　Lax 激波管问题
Fig. 8 　Lax shock wave pipe problem
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　　影响计算效率的原因主要有二. 一是为避免 Gibbs 现象进行的非线性权值的计算 ,
可以通过减少非线性权得计算次数的方法取得了提高计算效率的结果. 二是由于特征分解 ,
许多论文都提到在高精度的数值格式求解双曲守恒问题时 ,采用分量形式的方法会产生非
物理振荡 ,为了避免这种振荡 ,特征分解是必须的 ,但由此耗费了大量的计算时间 ,因而从特
征分解的角度去考虑提高效率的策略也是可取的.
接下来通过数值算例的比较考虑利用特征分解以缩短计算时间. 我们以 Lax 激波管算
例作为例子. 时间离散采用三阶的 TVD2Runge2Kutta 方法 ,而空间离散采用有限差分五阶
WENO 格式. 利用分量形式得到的数值解在接触间断附近有许多振荡 (图 8 所示) ,而经过
特征分解后 ,数值结果非常的光滑 ,不能从肉眼看到激波附近的振荡. 可以发现 ,由于特征
分解非常耗时 ,因而计算时间上 ,分量形式的 WENO 格式快许多. 和前面减少非线性权的
方法相类似的 ,只在 Runge2Kutta 时间离散的最后一步特征分解 ,而前几步仍然采用分量形
式. 从图 8 分析 ,虽然数值解还有一些振荡 ,但是与纯分量形式的方法相比 ,振荡的幅度减
少了许多. 而且只经过一步特征分解可以减少一半的时间.
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Some Optimal Methods for WENO Scheme
in Hypabolic Conservation La ws
XU Zhen2li , Q IU Jian2xian , L IU Ru2xun
( Depart ment of M aths , US TC , Hef ei , A nhui , 230026)
Abstract : WENO (weighted Essentially Non2Oscillat roy) is a high2resolution numerical scheme
used for solving equations of hyperbolic conservation laws. In this paper , some optimal st rate2
gies of the WENO scheme of hyperbolic conservation laws are discussed and the time of nonlin2
ear weighted computation and characteristic decomposing is reduced. By some numerical exam2
ples , the feasibility of these st rategies is proved and the advantages and disadvantages com2
pared.
Key words :WENO scheme ; hyperbolic conservationa law equation ; Runge2Kutta method
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